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Abstract 
Bertrand, A., Sur une conjecture d’Yves Mttivier, Theoretical Computer Science 123 (1994) 21-30. 
We prove the following conjecture of Yves Mktivier: consider a rewriting system with /WI= 1111; then 
the maximum number of elements of a chain starting in a term m of length n is (n/2)‘. 
Considkrons le systkme de rktcriture suivant: Ctant donnt deux mots distincts u et 
v de m&me longueur sur un alphabet A, et un mot m de longueur n contenant u en 
facteur, on rtecrit m=mlum2 en mlum2 (s’il existe plusieurs possibilitts le choix est 
libre). Mttivier [2] a conjecturk qu’un mot m de longueur n admet au plus (n/2)2 
rkritures (ou dkivations) successives, la borne (n/2)2 ktant atteinte seulement si IZ est 
pair, m = b”12 ani et ba--+ab. 
Nous prouvons la conjecture et en kmettons une autre. 
11 est aisC de voir qu’on peut se restreindre, pour montrer la conjecture de MCtivier, 
au cas od A est un alphabet A deux lettres a et b [2]. 
1. Moments; &on& des conjectures et des rbultats obtenus 
Soient u et v deux mots distincts de longueur k sur l’alphabet {a, b}; posons 
V’V1 . . . Ok, 
Z={i;Ui=a), 
J= {j; Uj=a}. 
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Soit ~3~ le nombre maximum de dkrivations successives d’un mot m de longueur 
n par le syskme u-u. Mttivier a montrir que si card I #card J alors 9n < n et si 
Ci,,i#Cj,J, alors 9n <(n/2)‘, avec Cgaliti: seulement si m= b” et b-ta dans le premier 
cas si m = b”” ani2 et ba+ab dans le second: la conclusion de la conjecture est vtrifiie 
dads ce cas. 
11 dtfinit les moments (M’(w)), i30, d’un mot de la faGon suivante: si 
w=w1 . . . w,, 
H=(i;Wi=a}, 
alors 
MO(w)= 2 1, 
ieH 
M’(w)= c i, 
isff 
M*(w)= C i*, 
isH 
et pour tout s 
M”(w)= 1 is. 
isH 
Let k premiers moments d’un mot de longueur k sur {a, b} suffisent A dkterminer ce 
mot. Si u et u sont deux mots distincts de longueur k, ils diffkent par l’un au moins de 
leur k premiers moments. 
Mbtivier prouve que si MO(u)=MO(o), . . . , Md-l(~)=Md-l(u) et Md(u)#Md(u) 
alors 9,, < nd+ ’ et que, done, si u et u sont de longueur k, 
9)n 6 nk, 
La borne dCpend done de k. Nous nous proposons de montrer le 
ThCorkme 1.1. Soit un systtme de r&criture u-+u oti u et u sont deux mots distincts de 
m&me longueur sur un alphabet A. Soit 9,, le nombre maximum de dkriuations successives 
d’un mot m de longueur n. Alors 
l’kgalith ayant lieu si et seulement si m est de la forme a”“b”‘* et ba+ab. 
Nous appellerons “mot de Morse de longueur 2 “’ le mot obtenu A partir de la lettre 
a en substituant ab g a et ba g b: 
a-+ab+abba-+abbabaab . . . ; 
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il est forme par les 2k premieres lettres du mot infini de Morse obtenu en it&rant 
indbfiniment la transformation. 
Conjecture 1.2. Si A = {a, b} et si l’on suppose que M’(u)= M’(u) pour O< i<p 
et MP(u)#MP(v) alors 9,,< [n/2P]2 avec egalite si et seulement s’il existe n, tel que 
m = n 1 2p, si m = v:’ v;’ , si v est (b un echange prbs entre a et b) le mot de Morse de 
longueur 2P, et si u est mot obtenu en changeant a en b dans v, ou encore en faisant passer 
la seconde moitie de v par dessus la premiere: 
u=v*v1 
oti v1 et v sont de m&me longueur. 
Exemples pour 
p=l u=ba, v=ab, m = b+ &2 
p=2 u=baab, v=abba, m = (ba)“i4(ah)“i4, 
p = 3 u = baababba, v = abbabaab, m = (baab)“‘8(abba)“‘8. 
11 est classique que les mots u et v definis dans la conjecture sont des mots de 
longueurs 2p, dont les p premiers moments MO, M’, . . , MP- ’ sont egaux; Peyriere 
pense que ce sont les seuls mots de longueur 2p a s’obtenir par echange entre a et b et 
a avoir leur p premiers moments tgaux et le p eme different. L’auteur pense que si l’on 
cherche les mots les plus courts possibles ayant leurs p premiers moments tgaux et le 
ptme different, alors la longueur minimale de ces mots est 2p et ce sont les mots en 
question; ces questions ont certainement un rapport avec le probleme de Tarry-Escott 
dont on trouvera un expose dans [I]. 
2. Une remarque simplette et une preuve partielle 
Nous nous restreindrons dans toute la suite a un alphabet a deux lettres a et b et 
a un systeme de reecriture u-+v ou M’(u) = M’(u) et M1 (u) = M’(v) puisque le cas 
contraire est deja traite [2]. 
Quitte a &hanger les roles de a et b on peut supposer que u=uIbdau2 et v=uIavz 
c’est a dire que “le a le plus a gauche qui bouge lors de la derivation se deplace de 
d indices vers la gauche”. Nous dirons qu’il “descend” de d places, 
Le systeme de reecriture u-+v se derive moins facilement que le systeme bdau2 +UZI~, 
pour le quel on a encore egalite entre les moments MO et M’. 
Nous supposerons done que 
u = bdau’, 
v = au’. 
24 A. Bertrand 
Si u=ur . ..uk. u=ur . ..vk. si I=(ir, . . . . i,; Ui,= ... =Uir=U} et J=(jr, . . ..j.; 
Vj,= ... =u~~=u} avec r=cardZ, alors j, = 1 et il=d+ 1: j,=i,-d et si nous posons 
j2-i2=b2,...,jr-ir=br, 
alors de M’(u)= M’(v) il vient 
(1) 
-d+b,+ ... +b,=O, 
b,+ ... +b,=d, 
et lors d’une derivation le a le plus a gauche du mot u “descend” de d places, les (r - 1) 
autre a “montent” globalement de d places. Cette remarque est a la base de la 
demonstration du theoreme: lors dune retcriture de m, a supposer que m soit arrive 
dans 1’6tat m’ = m”um”‘, et que m” comporte c fois la lettre a, les c premiers a (en partant 
de la gauche) ne bougent pas, le (c + lyme a descend de d places, les (c + lpme, . . , hzme 
lettres a (a supposer que m contienne h fois la lettre a) “montent” globalement de 
places; en realite les c + h + 1 2me, . . . , c + time se deplacent et les autres ne bougent pas 
mais peu importe. 
Un theoreme pour de chauffer (comme dirait Keane): 
Proposition 2.1. CSn <$ n3. 
Ce rtsultat ne nous servira pas mais il est tres facile a montrer et sa demonstration 
permet de mieux saisir celle du theorime. Supposons que m contient n lettres et h fois 
a: etiquetons ces a (a, est le plus a gauche, u2 le deuxieme a partir de la gauche, ainsi de 
suite jusqu’a ah). Nous appellerons pilier d’une reecriture le ai tel que si le mot m* 
obtenu avant cette derivation s’ecrit 
m* =ml bduu’ m2, 
oii u=bduu’ et v=uv’. 
il se reecrit en 
,** - -mm,av’m2; 
m, comporte done exactement i- 1 lettres a numerottes de 1 a i- 1 et un certain 
nombre de b, et le pilier de la transformation est la plus a gauche des lettres a se 
deplacant (elle se deplace de d places vers la gauche). Chacun de ces ai peut etre le 
pilier d’un certain nombre de transformations, mettons di (les ai les plus A droite ne 
peuvent pas servir de pilier mais peu importe). On supposera d = 1 pour simplifier. 
Nous supposerons que M”(u)=Mo(v) et M’(u)= M’(v), les cas ou ces moments 
different ont et& trait& par Metivier. 
Soit I={AT, Ai, . . . ,iwE}=(i;mi=U} ou l’on a suppose m=ml...m,; le mot m 
comporte h fois la lettre a. 




Les ai peuvent &tre piliers d’un certain nombre de derivations qui vont les faire 
“descendre’: 
a, peut descendre de la place n-h + 1 A la place 1, 
a2 peut descendre de la place n-h+ 2 a la place 2, 
ah_ r peut descendre de la place n i la place h 
(ah ne peut descendre comme pilier car u contient au moins deux fois la lettre a), sinon 
on aurait MI(u) # MI (u); au total cela fait (h - l)(n - h) derivations qui font “monter” 
globalement d’autant de places les lettres a2 ... ah (mais pas aI, c’est 11 le noeud de 
l’affaire. Globalement les lettres a2 ... ah vont pouvoir Ctre (h - l)(n - h) fois (au plus) 
piliers de transformations permises par ces remonttes; cela va induire autant de 
remontees des lettres a3 ... ah qui vont pouvoir redscendre d’autant et ainsi de suite 
jusqu’a ah _ 2ah _ 1 ah qui peuvent Etre (h - l)(n -h) fois piliers, font remonter ah _ 1 et ah 
qui pourront de ce fait Etre (h- l)(n- h) fois piliers au plus; le pro&d& s’arrCte alors 




On remarquera que l’ordre dans lequel on considere les derivations possibles nest 
pas l’ordre reel dans lequel elles se produisent. 
Par ailleurs on peut obtenir une borne 9,, < (4/27d)n3 qui dtpend de d. 
3. Preuve du theoreme (~3~ < (~/2)~ 
Soit un systkme de rtkriture u+v avec M’(u) = M’(v) et M’(u) = M’(v) et u = bdau’, 
o=av’; u contient done au moins deux lettres a. 
Soit m un mot de n lettres comportant h fois la lettre a; Ctiquetons a,, . . . , ah les 
lettres a en question (al est la plus a gauche, a2 la deuxieme a partir de la gauche, 
etc . ..). 
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Imaginons que lors des derivations successives de m, aI est pilier de d, derivations, 
. 
a2 prher de dz derivations, . . . , a,, pilier de dh derivations (nous savons que dh = 0 mais 
peu importe) (les piliers sont definis apres l’tnonce de la proposition). Montrons que 
dI + ... +dh<(n/2)2, 
ce qui prouvera le thtoreme. 
Nous allons imaginer un ordre fictif classant les derivations de m: les d, derivations 
de piliers a, seront numerotees de 1 a dI (l’ordre est arbitraire entre 1 et d,). Les d2 
transformations de pilier a2 seront numtrotees de dI + 1 a dI + d2 (l’ordre choisi entre 
dI + 1 et d, +d, Ctant arbitraire), et ainsi de suite. 
Appelons Adl+dz+...+dr-,+l 1 a position fictive de ai dans m obtenue apres la ltme 
derivation de bilier a, (0~1 cd,.) en posant par recurrence 
~~,+d2+...+d,~~+1+1=~P~+d2+...+d,_~+I+~i_,+1 
“I 
pour 1+ 1 <d, (le lecteur generalisera au cas ou I+ 1 = d,) od 
bt=O si c<O, 
bI = -d, 
b2 . . . b,, sont definies par (1) au debut du Section 2, 
b,=O si t>h 
et ou (A:, . . . , A,“) = { jr <j, < ... <j,; mi = a} reprtsente l’ensemble des positions 
initiales des ai dans m. On a done AZ < n -(h - k). 
Si au bout du compte, apres toutes les derivations de m on arrive a la position finale 
pour les ai, alors 
A:=$ pour tad,, 
&=A: pour tad,+d, 
et ainsi de suite. Lorsque aI ... a, ont effect& les dI + ... +d, derivations dont ils sont 
piliers ils se stabilisent, d’od 1: 3 k. 
Nous supposerons par la suite que d = 1 pour simplifier les ecritures. 
La lettre a, est le pilier de d, derivations avec 
d,<A:-A:<(,-h+l)-l=n-h 
puisque la position initiale de a, est au plus A: = n - h + 1 (et s’il y a tgalite alors 
m = bnmh ah et m ne peut &tre derive puisque MO(u) = IGO(u) et M’(u) = M’(u), le nombre 
des ai et la somme de leurs indices restant constants !) et la position finale 2: est au 
minimum 1. 
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Lorsque aI a effectd ce derivations, il a modifit les positions de a2 . . . ah qui passent 
de Ai, . . . . ,I,” a (A$, . . . . ii’)=($+d,,, . . . , A~+dlh) oli dl=dlz+ ... +dlh selon la 
remarque de la Section 2 (d12=Alb2, d13=Ewlb3, dIh=dIbh). 
Comme A:l+k+ ... +A;flfk est constant pour k>O, les lettres a2, . . . , ah devront 
“absorber”chacune unepartd1r2, . . ..d.,, avecd;,+ ... +d;h=dI=dIz+ ... +dlhde 
la remontee globale qu’elles ont effectuee sous l’effet des transformations de piliers a,. 
Nous ecrirons done que a2 peut effectuer un nombre de derivations d2 en tant que 
pilier, tel que 
(a2 peut descendre sans aide, au mieux de la place n-h+2 a la place 2, puis il 
a remonte de d12 places sous l’effet des d, transformation de piliers a,, mais il doit 
participer pour d; 2 a la montte de a2 . . ah. 
De meme 
ou les transformations de piliers a, ont remonte a3 de d13 places, celles de pilier a2 de 
d23 places, et ou d; j dtsigne la participation de a3 d la remontee globale dl de a2 . . . ah 
i la suite des derivations de pilier a, et d;3 la participation de a3 A la remontet globale 
d2 de a3 . . . ah d la suite des derivations de pilier a2. 






dz=dz3+ ... +dl,,=d&+ ... +d;h 
et ainsi de suite. 
Additionnant toutes les inlgalites on obtient une somme telescopante 
0 
2 
d,+ ... +d,th(n-h), d’od d,+ ... +dh< 5 . 
En realite on peut obtenir une borne qui depend de d: 9,, < (l/d)(n/2)‘. 
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Exemple. Soit u = baaab, v = aabbba; on a ici: d = 1, bI = -d = - 1, b2 = - 1, b3 = 2. 
Derivons le mot m = babababaaabbaabb comme suit (le mot u derive est souligne et 
le pilier de la derivation encadre) (ici h = 8, n = 16): 
bababab q aabbaabb m 
babab q aabbbaaabb ml 
babaaabbbab q aabb m2 
bab q aabbbaaabbba m3 
baaabbbab q aabbba m4 
baaabbb q aabbbaba m5 
b q aabbaabbbababa m6 
aabbb •j aabbbababa ml 
aabbaabbbabababa m8 




et ainsi de suite. 
Numkrotation des dhrivations 
L’ordre fictif des derivations est le suivant: 
al est pilier dune derivation gr (m6+m7): dl = 1. 
a2 est pilier dune derivation g2 (m3+m4): d2 = 1. 
a3 est pilier de deux derivations g3 et g4 (ml-m2 et m7+m8) et d3 =2. 
a4 eSt pikr de deux derivations ga, et 96 (m-+ml, m5+m6) et d4=2. 
a5 est pilier d’une derivation 9, (m4+m5): d5 = 1. 
a6 est pilier dune derivation g8 (mz+m3): d6= 1. 
a7 et as ne sont piliers d’aucune derivation: d7 =d8 =O. 
Ainsi dI=l, d,+d,=2, d,+d,+d,=4, d,+d,+d,+d,=6, d,+d,+d,+d,+ 
d5=7, d,+d,+d,+d,+d,+d,=8=d,+ ... +d,=d,+ .-- +d,. 
Voici un tableau explicitant les d, et les li d1 + “’ +dk; les dij ne sont pas explicitables. 
Le pilier est indiqut entre parentheses. 
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On vkrifie que aprks la transformation LBI& + ... + 2: reste fixe: 
A;+ ... +L:=3+8+8+9+10+13+14=65, 
%;+ ... +2;=2+7+10+9+10+13+14=65, 
g+ ... +I;=2+5+8+13+10+13+14=65 
et ainsi de suite; remarquons que J$ + ... +2:=4+6+8+9+10+13+14=64eton 
vkrifie que 65=64+1=64+dI. 
Aprh GBd dernihe transformation de pilier a3: 
n:+ .‘. +$=8+13+10+13+14=58, 
AZ+ . . . +%;=6+11+14+13+14=58 
et aprh les transformations de pilier a,: 
A;+ ... +1I~=10+9+10+13+14=56 
et on vkifie que 58 = 56 + d2 = 56 + 2. 
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